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ASIGNATURA DE MATEMATICAS PARA INGENIERIA 1.

3. Integral miltiple.

I 3.1 Integral dobley triple.

I 3.1.1. Describir los conceptos de: Integral iterada doble y triple.

En mateméticas, especificamente en célculo multivariable, una integral multiple es
un tipo de integral definida de una funcién de varias variables, por ejemplo, f(x,y) o
f(x,y,z). Integrales de funciones de dos variables sobre una regién en R? son
llamadas integrales dobles mientras que integrales de funciones de tres variables

sobre una regién en R2 son llamadas integrales triples.

Integral doble:
jRj f(x, y)dA= HLIHTOKZ:; f (X Vi JAA,
Integral triple:

J j JHoy2av = Im> 2 (i, 2 v,

I 3.1.2. El Teorema de Fubini.
Sea f continua sobre una region R.

1) SiR es una region de tipo I, entonces:

2(%)
jR [ f(xyyaa=] j:(x) f (x, y)dydx
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2) SiR es unaregion de tipo Il, entonces:
d rhy(y)
f(x,y)dA= f(x, y)dxd
jRj (x y)dA= [ [ F (x, y)dxdy

Ejemplo 1:

eX+3ydA
Evalle la integral doble R sobre la regién R acotada por las graficas de

y=1, y=2, y=x y y=-x+5. Es region tipo .

[[eraa=|’ j;_yex*3ydxdy
R

2

J. ex+3y:| dy .[ 5+2y e4y)dy ( 5+2y 1 4y ):| — %89 _%eS _%e7 i 4 2771 64
1

Ejemplo 2:
Emplee la integral doble para determinar el area de la region acotada por las

2 2
graficas de Y =Xy Y=8-X" Es regi6n tipo I.

A= [Jon=J" " o
[ [(o-) o= [ o2 - | -
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I 3.1.3. Explicar el método de resolucion de integrales iteradas dobles y triples con

las técnicas:

I 3.1.3.1. Formulas directas

Las formulas directas de integrales multiples son anélogas a sus contrapartes de
integrales de una sola variable. Por ejemplo:

Tenemos una integral doble sencilla donde se integra primero con respecto a “y” y
después con respecto a “x”.

”5x2y —4sen(2y)dydx = _[g X°y? + gcos(Zy)dx = jg x*y® +2cos(2y)dx =
g x>y? +2xcos(2y)

También podemos tener integrales triples.

ﬂ —-7x°y*z +11x2yz2 —3xy’z°dxdydz =
” x'y? z+ 3yz2 —gx2y323dydz =

3,,252

_7 11 3 2 4_3
X*y3z+ = X3y — S x?y*z%dz =
J.12 y 6 y 8 y

- 11 3
Tl ay372 f 232,38 L O g2y s
24 Y 18 y 32 y

Todas las formulas para integrales de una sola variable permanecen, incluso el

procedimiento para evaluar la integral es el mismo, por ejemplo:

X2 +1

.[flj'xxz+12xydydx:j_21{2x%} dx:J-_Zl[xy2 ¢ dx j[ x +1 } (x)zdx:
J._zl[x(xz+1)2}—x3dx=E(x2+1)3—%x“}zl=

1 1 1 1 63
E((2)2 +1)3 —2(2)“ —E((—l)2 +1)3 _Z(_1)4 _9
Actividad de trabajo 3.1
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1) j j dydx

Z)I(zey—Bx\/y)dx
1

3)I x(y+1) ay

4)](12y cos(4x) —3sen(y))dx

5)[ ﬁdx
6)](2x+5y)edy
7)]_31(6xy—5ey)dx
8).[13X x*e¥dy

I 3.1.3.2. Por cambio de variable
En la integracion multiple por cambio de variable implica el cambio de

coordenadas de un sistema a otro, por ejemplo, utilice el cambio de variables para

evaluar la siguiente integral:

Y=yg — 2

2
Nota: A partir de XSYSV8-X" 0Sy<2 o0 dihyja la region R

X2+y2:r2 Ia

de integracion como se muestra en la figura anterior. Puesto que

descripcién polar de la circunferencia x*+y* =8 es J8 . En consecuencia, en

coordenadas polares, la region de R estd dada por 0<r <48, %s r s%. Por lo

gue la integral original se convierte en la siguiente integral dada por dry dé .
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LI ﬁdy L o -

1 1 5
Ejﬂ/’jj —— (2rdr)do - 2L/f[|n(5+r2)]08d9:

Lin(3)-m(s 5)[ " d0_—ln(13)—ln(5)(£—zjz—l (Bj 0.375228467
2 2 2 4) 8 |5

Actividad de trabajo 2.2.

)j j mdydx

Z)J‘O7 Iy e y4dxdy

X+

3 | f_y ¥ dxdy

I 3.1.3.2. Utilizando identidades trigonométricas

En esta ocasion presentaremos un caso de sustitucion trigonométrica usando

integrales dobles.
11 1 y? e
JO IO (3—x—y)dydx=j0(3y—xy—?j0 dx

(V=) [

P (V) 1) i 3(0)_x(o)_%dx=

5 3(M)_X(M)—@}x=ﬁ[s(ﬁ ) e

I 3(ﬂ)_x(m)_g+%jdx

Nota: EI érmino en azul es una integral directa por medio de funciones trigonometricas inversas,
en este caso es seno inverso.

3 1 w2 1 X[ 3 2
3sen (X)) +=xa1-x* +=(1-x?) —=x+—| ==7x-=~1.69
{ )43 30¢) -3 61) "3

iy
&
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Actividad de trabajo 3.3.

1)_[ I (4x—y)dydx
Z)I I (3x+2y )dydx

B)I j 3x + 2y )dydx

I 3.1..2.  Por partes.
En la integracion por partes de integrales multiples se procede de manera anéloga

a como se haria en el caso de una sola variable, igualmente se puede usar el
método largo o el método tabular si es que aplica. La resolucion de la integral
multiple por partes dependera de cada caso en particular. A continuacion, se

presenta un ejemplo:
I: j;y(8x+ e’ )dxdy = I:[4x2 + xey]jydy -

J.04[(4(2y)2 +(2y)e¥)_(4(y)2 +(y)ey)}dy _

4 2 2 _ 2 _
IO [(16y +2ye’)-(4y’ + yey)]dy = jo 16y2 +2ye'dy =
NOTA:Mientras que la primera parte de la integral es una formula directa,
la segunda parte corresponde al método de integracion por partes.

10412y2 +ye'dy =
usy  dv=e’
du=ldy v=e’

4
:|_2y3 4 _ s 4
{ . +yeyl—_|‘0eydy—[4y +ye’ —e’ | ~420.79

Actividad de trabajo 3.4.
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1)J‘37 LZX (4x—cos(x))dydx
2)_[25 ij(sx +e” Jdxdy

3).[39 j27xx(7x +sen(x))dydx

I 3.2. Areas de regiones generales.

3.2.3 Explicar la aplicacion de integral doble para el cdlculo de drea de regiones
generales proyectadas sobre el plano XY

2(X)
_[g f(x y)dy

Dado que la integral parcial definida %™ es una funciébn de x
Unicamente, podriamos, como alternativa, integrar la funcién resultante con
respecto a X. Si f es continua sobre una regién de tipo I, se define la integral
iterada de f sobre la region con la siguiente formula:

J0 = [0 G o

9:(x)

La idea es realizar integraciones repetidas o sucesivas. El proceso de dos pasos
empieza con una integracién parcial definida que produce una funcion de x, la cual
se integra después de la manera usual de x=a a x=b. El resultado final de las dos
integraciones sera un numero real. De manera similar, se define una integral

iterada de una funcion f continua sobre una region R tipo Il por medio de:
hz(Y) hz(Y)
I Ihl(y) (x, y ey = -[ Um(w y)dx}
La region R recibe el nombre de region de integracion.

3.2.3 (lasificar el planteamiento de la integral para el cdlculo del drea de la
region general:
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I 3.2..1. Region Tipo I: entre f(x) y g(x) a lo largo del eje Y, valores fijos a lo largo
del eje X.

Si R: asxsb, gi(x)sy<gz(x), donde las funciones g1 y g2 son continuas, se

denomina region tipo I.

]

a) Region tipo I

I 3.2..2. Region Tipo II: Entre f(y) y g(y) a lo largo del eje X, valores fijos a lo
I largo del eje Y.

4. Si R: c=x=d, hi(y)sxshz(y), donde las funciones hi y hz son continuas, se

denomina region tipo 1.

[S]

p >y

x = ()
b) Region tipo II

B 3.2.3 Explicar el método de cdlculo de drea de la region general:

I -Realizar un bosquejo de la region.
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-Identificar las funciones presentes en la regién y sus intervalos.
-Determinar el tipo de region, Tipo I 6 I1.

-Formular la Integral doble.

-Resolver la integral.

Ejemplo 1:
Evalle la integral iterada de f(x,y)=2xy sobre la region de la siguiente figura:

Yioy=x2+1

La region es de tipo | entonces:

fl J‘XX2+12xydydx = .[zl[jxxz+12xydy}dx = fl[xyz I2+ldx
63

[t s3] -

Ejemplo 2:

Evalte

I:I;y(8x+ey)dxdy

Segun la figura la region es de tipo Il entonces:

‘?:.vﬂﬁf ;,o%.n
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I04I5y(8x+ey)dxdy =J’:[4X2 N xey]jydy _
IO4[(4(2y)2+(2y)ey)_(4(y)2+(y)ey)}dy:

4 2 2 _ 2 _
IO [(16y +2ye’)—(4y° + yey)]dy = IO 16y2 +2ye'dy =
NOTA:Mientras que la primera parte de la integral es una formula directa,
la segunda parte corresponde al método de integracion por partes.

12y + yerdy =
u=y  dv=e’
du=ldy v=e’

4
12y° y Yy — 403 y_ay 1t o
{_3 +ye l_joe dy=[4y°+ye’ —e ]O~420.79

Actividad de trabajo 3.5
DJC 7 f (x,y) dydx

2) I: Lﬁ x?ydydx

3)J'02 j ;y x? ydxdy

DIk jﬁ: 2xdydx

5)J‘_l1 IOW 2xdxdy

B 3.3 Voliimenes.

I 3.3.1 Explicar la aplicacion de la integral triple para el cdlculo de volumen de un sdlido.

Asi como la integral doble puede interpretarse como la medida del area de una
region plana cuando f(x,y)=1, la integral triple se puede interpretar como la medida
del volumen de una region tridimensional cuando f(x,y,z)=1, Asi la integral

tenemos:
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VOLUMEN =V = [ dv = [[[ dzddydx
\% R

La integral triple es la medida del volumen de la region R.

Volumenes:

Para obtener el volumen de un solido representado por una funcién se pueden
utilizar tanto integrales dobles como triples. En las dobles se sita la funcién en el
integrando, en cambio, en la triple el integrando esta libre de funciones, solo se

localiza ahi el diferencial del volumen.
Cilindricas:

Muchas regiones sélidas comunes como esferas, elipsoides, conos y paraboloides
pueden dar lugar a integrales triples dificiles de calcular en coordenadas
rectangulares. De hecho, fue precisamente esta dificultad la que llevo a la
introducciéon de sistemas de coordenadas no rectangulares. En esta seccion se
aprenderd a usar coordenadas cilindricas y esféricas para evaluar integrales

triples.

x =rcos(8)
y =rsen(6)
7=12

g1(8) Jhy(r cos@, r send)

0, 32(6) hz(r cos 8, rsenf)
ffff(x, y,2)dV = f J f(rcos 6, rsen®, z)r dz dr dé.
6
o
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g,
i‘ % %
i i
H
&
y ¢
“vu,s .s'.\““

60=0

Integrar con respecto a 6

6=0

Integrar con respecto a z
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Esféricas:

Las integrales triples que involucran esferas o conos son a menudo mas faciles de

calcular mediante la conversion a coordenadas esféricas.

X = psendg cos 6
y = psen¢ send

Z = pCos ¢.

by (b [Pz
ffff(x y,2)dV = J J f f(psend cos 6, psend sen B, p cos d)p® send dp de dé.
6 Jby Jpy
0

Por demés del célculo de volumenes de solidos, una funcion muy importante es el

célculo de centros de masa y momentos de inercia.

Como hemos vivido hasta ahora los que estudiamos una ingenieria, y los
ingenieros ya consagrados, el célculo de momentos de inercia y de centros de
masa es de alta importancia. En realidad, una de las materias mas dificiles ha sido

mecanica de materiales y en gran parte fue por el calculo de estas operaciones.

Hablando ya en cosas tangentes los momentos de inercia y centros de masa son
necesarios para poder conocer el comportamiento de ciertos elementos para
poder tener bien estipuladas los movimientos posibles que este puede realizar. Es
decir, con los célculos podemos ver en donde se necesitan mas soportes para
mantener al cuerpo estatico e impedirle el movimiento por completo, si es que esto

es lo que se quiere.

orsidsg
»
%,

o

s MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 13


https://sites.google.com/site/calculovectorialupaep232434/home/parcial-4/integrales-triples/Integral%20Triple07.png?attredirects=0
https://sites.google.com/site/calculovectorialupaep232434/home/parcial-4/integrales-triples/Integral%20Triple08.png?attredirects=0

B MATEMATICAS PARA
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES RiNe{3\|=:7:%

Explicar el método de cdlculo del volumen de un sélido:
-Realizar un bosquejo del sélido.

-Identificar las funciones presentes en el sdlido y sus intervalos.
-Formular la Integral triple

-Resolver la integral.

Ejemplo con integrales dobles.

Utilice la integral doble para calcular el volumen V del sélido en el primer octante

gue esta acotado por los planos de coordenadas y las graficas del plano.

Vemos que el volumen esta dado por v :” R(B_X_y)dA, la figura muestra que

la region de integracion es una region tipo .

-

s i ECE R

_____ I .-1}
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N

0J0

1-x
_q y’
(3—x—y)dydx—jo(3y—xy—?J0 dx

(Vi) [

[ 3( 1_x2)_x(J1_7)_T - 3(0)—x(o)—gjdx=

I 3(J1—7)—x(\/1—7)—(1_TX2)}’X=f01[3(*/1‘7)_x(\/1_7 )—%%ZJ"X:

I 3(\/1—7)—x(\/1—7)—%+%jdx

Nota: EI érmino en azul es una integral directa por medio de funciones trigonometricas inversas,
en este caso es Seno inverso.

1
3 1 a2 1 & 3 2
3sen (X)) +=xa1-x* +=(1-x?) —=x+=—| ==7r-=~1.69
{ 0)+3 30¢) -3 61 2”73

Ejemplo con integrales triples.

Encuentre el volumen del sdlido en el primer octante acotado por las graficas de

z=1-y%y=2%x=3

1 _1':1
x=2 }’III-III>.\‘:%
I I I rx
D)
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2
Segun la figura la primera integracién con respecto a z sera de 0 a 1=y, Ademas,
la proyeccion del solido D sobre el plano xy es una region de tipo Il. Por
consiguiente, a continuacion, integramos, con respecto a x, de y/2 a 3. La Ultima

integracion es con respecto ay de 0 a 1. De tal manera, que:

v=[lfev -], If,zﬁyz daddy = [, [}, 1 y'oxy

V= I[x xy dy I(S 3y? ——y+ yjdy

1
1 1 15
:{(3y—y3—zyz+§y4ﬂ ~ 8
0

Actividad de trabajo 3.6
naf [ f 7 xudy
2)4j j 4 y ) dydx
SINNN ZZ/dedzdy

aaf " yj * dzdxdy

S)Io Io - jx2+y2 dzdydx
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